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I. ROWNANIA ROZNICZKOWE
1. Definicje |

dy

dx
du
dax

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne jest to rownanie, ktére wyraza
zwigzek miedzy funkecjg y = f (), jej pochodnymi i zmienna nieza-
lezng =x: { |

El, ¥ ¥ vs ¥ %) =0,

I

du

s xde
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Wtedy zmienne dadzg sie rozdzielié
| ~ f(u); -
dx
—
atka ogélna f-

Jezeli najwyzszy rzad pochodnej funkeji y jest n-ty, to réwnanie nazy-
wamy n-tego rzedu.

Réwnanie rézniczkowe czastkowe jest to réwnanie, ktére wyraza
zwigzek miedzy funkcja wielu zmiennych Y= [ (2, g oo Za)s )€}
pochodnymi czgstkowymi i zmiennymi niezaleznymi. Np. réwnanie
rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu dla funkeji dwéch zmiennych

z = f(x, y) Jest:
0z 0z
F AN' » y L, w\v = (),

SPOSOB ROZWIAZANIA
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Rozwigzaniem albo catka zwyczajnego réwnania wawbmomwﬂuﬂmmo
nazywamy kazda funkcje f (z), ktéra speinia to réwnanie.

Catka ogélng réwnania rézniczkowego, zwyczajnego pierwszego
rzedu nazywamy jednoparametrows rodzine funkeji y = f (z, C),
ktéra dla kazdej wartosci parametru C z pewnego przedzialu speinia = |
réwnanie rézniczkowe jako funkcja z. Parametr ¢ nazywa sie stata |
catkowania. F & .

Nadajac parametrowi C szczegdlne wartosci, otrzymamy tak zwane
catki szczegdlne. Catki, ktérych nie mozna otrzymaé z catki ogélnej
nazywamy osobliwymi. |

Catkg og6lng réwnania rézniczkowego zwyczajnego, drugiego rzedu
nazywamy dwuparametrowg rodzing funkeji y = f (z, C,, C,), ktéra
dla kazdego C, i C, z pewnego obszaru speinia réwnanie rézniczkowe
jako funkcja x; C, i C, sa stalymi catlkowania *. Podobne okre$lenia
mozna podaé¢ dla calek ogblnych réwnan rézniczkowych wyzszych
rzedéw. | | | |

Jezeli rownanie da si¢ sprowadzi¢ do postaci
(@), to méwimy. ze w rOwnaniu da si¢ przeprowa-
dzi¢ rozdzial zmiennych. Calke ogélng otrzy-
mujemy przez calkowanie kazdej strony réw-

‘nania:
U

e

Rozwigzujemy przez podstawienie:
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ROWNANIE
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ywania niekt
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Réwnania pierwszego rzedu

TYP ROWNANIA
Rownanie o da- | 7] (&)
dzielié zmien-
Réwnanie jed-
norodne

jacych sie roz-
nych

. Sposoby rozungz

._Zpam._.maﬁm..mﬁmnnoﬂOnnnumuoammo_ﬂaiﬂSw&.o_wnuE&menﬁw..munumm&n? _
Calce szczegdlnej mozna narzuci¢ 2 warunki (poczatkowe lub brzegowe), np. mozemy szu- |
ka¢ krzywe) catkujacej, ktéra przechodzi przez dany punkt i ma w tym punkcie okreslony .
kierunek styczney. { J
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Nr | TYP ROWNANIA ROWNANIE SPOSOB ROZWIAZANIA
3 | Réwnanie linio-| dy Rozdzie'lamy zmienne i catkujemy kazdg strone
. — + yF (x) = 0. [ réwnania:
we niezupeine da y
d = F(r)de; my = — [F (2)dx +1In C;
[ 29 Y
y |
In ~= — [F (x)dx.
O _/ (x) dx
_fF(a:)d:r.: '8
Calka ogélna: y = Ce -'elon
%
4 | Réwname linio-| 4

we zupeine

Réwnanie
liniowe zupelne

(,Eg'*'yFl(x)'i‘
Lr

+ F, () = 0.

1 metoda

Zakladamy, ze y = ww, gdzie u i » oznaczaja
dwie nowe funkeje zmiennej x; funkcjom tym
mozna narzucié¢ jeden warunek.

Po podstawieniu

dy du
Yy = U1 — = ¥V —
4 dx dax

otrzymujemy :
du + dv- P (2) - : du
i e TG == P —
da da + wv I ((x) + £'y(x) v T -+

dv :
+ 4 — do réwnania
dx

T U [&* +'1’F1(-’E)] + Py(x) = 0.
X

dv
Dobieramy v, tak aby&—x + vF(2) = 0, tzn.

e /‘Fl(:c) dx
=9 . Wéwezas naw mamy warunek:
du du fFI(x) dx
e = 0, i — = — F x)e
vdm + Fy (@) czyi ds ol
zatem
fF,(:.r)d:r
u=—[F2(m)e dx + C

Calka ogélna:

— [Fi(z) dz 3 Fy(z) dz }
yl:::u‘vt:e '/ {O_]Fz(x)e'/ da:

2 metoda

Opieramy si¢ na tym, ze calka ogélna réwna-
nia zupelmego réwna si¢ sumie jego catki szcze-
g6lnej i calki ogélnej réwnania niezupeinego.
Znajdujemy wiec najpierw calke ogolng réwna-
nia niezupeinego wg nr 3:

—_ f Fy(z)dz

y = Ce
a nastepnie na miejsce stale. C dobieramy tak
o /' F,(x)dx

funkeje C(z), aby funkcja y = C (x)e
spelniala rownanie zupelne (metoda Lagrange’a
uzmiennienia statej catkowania).

b}
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TYP ROWNANIA

ROWNANIE

SPOSOB ROZWIAZANIA

: 1
M

o | Réwnanie

Bernouilli’ego

dy
&*‘ + yl'(x) +
J

+ Yy, (x) = 0.

ldx

du

| — —

dx

— n+.1 dy
y“ ..CE;:*,

Podstawiamy w = y—n+1;

dy y" du i : :
== —_ zie ewna niezna
iz (—n+1) de gdzie u pev na

funkcja .
Otrzymujemy :

du . ,yﬂ
de (— n+41)

-yl (2) + y"Fy(z) = 0;

du 1
de (— n-+41)

Fy L F () 4 Fy(x) = 0;

du

F(—n + 1) uFy(z) 4+ (— n + 1) Fy(z) =0.

Jest to réwnanie liniowe zupelne, ktérego roz-

wigzanie jest podane pod nr 4.

6 Réwnanie
Clairauta l

Réwnanie
Clairauta

d
y=a 4,

dy
dx dx

3

Stosujemy metode rézniczkowania. Po zréz.-
niczkowaniu stronami réwnania wzgledem z
otrzymamy :

dy
- da

dy  , [dy)d%
f @ 1 | = |5
dx dx? da ] da?

[+ (2]

d®y dy

_ AIDO s 0; czyli —
albo 7 y 7

4y

da?

Stac :
C,

a po podstawieniu do réwnania wyjsciowego
otrzymujemy calke ogélng tego rownania:

y = xC + f{(C) (jednoparametrowa
rodzina prostych);

dy :
albo * = — f L w ktorym oznaczamy
x
dy T : e
7, = P PO podstawieniu zas do rOwnania wyj-
dx :

sciowego otrzymujemy :

|

y — pf'(p) + [(p), co lgcznie z roOwnaniem:
r = — f'(p) |

przedstawia krzywa calkujqcq w postaci para-

metryeznej.
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Nr | TYP ROWNANIA ROWNANIE SPOSOB ROZWIAZANIA =
—c——————————————————————— e —— S —————————————————————————————————————————————————————
Jest to tzw. calka osobliwa, przedstawiajgca \
obwiedni¢ rodziny poprzednio wyznaczonych i
prostych, czyli krzywa styczng do kazdej pro-
stej] o rOwnaniu: i
y = 2C + f(C). |
|
b. Rownania drugiego rzedu | Przez dwukrotne catkowanie otrzymujemy :
Réwnanie nieza-| d?*y E‘? = [f(z) da + Cy; | %
Eeil dy| dz2 = 1P o : =
wierajgce y 1 ‘5‘"8 y = ([ [f(z)dx]dx + C,  + s %
- d?y - dy oot dy d®y dp . §_
3 Ownanie nie| — = f|lx, — odstawiajge — = pP; — = — S
® Seesiages 7 f( dx N ode - d iz ~
zawierajgce vy : _ . : N
(p jest funkejg ) do réwnania otrzymujemy : =
dp 5
— = f(@, p)
dax ~
ktére jest réwnaniem pierwszego rzedu. Jego g
E rozwigzanie: é
P == F (xs 01): 5 .
wobec czego:
y = [F (2, C,) dx + C,.

et f'-““ﬁ#wm

. : d ! .
Y. Réwnanie me @ =% ( ,yf,-'_f) Podstawiajqc f = P, gdzm P uwazamy 2Zza
zawierajace d o da T '
funkecje y, otrzymujemy na druga pochodng ¥y 2
WyTazZenie: g
dy dp dy dp 2
de? dy dx dy >
: "
Po podstawieniu do ré6wnania otrzymujemy : 2
2,
dp S
—_— = : ) N
P iy, P %
r6wnanie pierwszego rzedu, ktérego rozwig- =
Zanie: |
p = F(y, Ch)s
wobec czego:
dy dy
— = F(y,C,y); dax = g
5y T T F (y. Cy)
dy
x = f + C,.
F(y.C)
#IO Rémrge— linio-|d?y dy by Podstawiajac do réwnania y = €' otrzymamy: |
; @ — - |
we niezupeine |42 ¥ dx i s @ S |
ze stalymi = = re'* ; o :
wspot- ' s
czynnikami r2e’ - are'™ -+ be™* = (). i




Nr | TYP ROWNANIA ROWNANIE ! sposoh ROZWIAZANIA
I

0
e
\ 2
| ' ._ .Zajtefn funkcja y = e bedzie calka rownania,
Rownatis linic. Jezeli r bedzie spelnialo tzw, rownanie charak-
we niezupelne terystyczne danego réwnania réiniczkowego:
ze statymi * 4 ar 4 b= 0,
WSp(f?l(}zynni- Jego rozwigzania 88 nastepujgce:
kami - - | —aF Va® — 4b
riq = .
. + 2 .
ﬂ«)_ J ?Ze_ll_ a® > 4b, to r, i r, sg liczbami IzZeczy-
wistymi 1 wéwezas catka ogélng réwnania jest : ;
Y = (;'1 e T 4 02 L g
. 2
b) Jezeli a® = 4b, to ry = ry = — ;f i wéwezas g
catkg ogélng réwnania jest: 3
a &
-5 <
o y=(Cix + Cy)e : N
c) J _92911 a*f < 4b, to 7, i r, 8§-liczbami zespolo- E
1ymi sprzezonymi: r; = o + -4, Ty =oa — -4, s
, a 1 o &
gdzie o = — 5 B= 5 V4b — a* i wéwezas 2
= -
calkg réwnania jest: . 3
Y = Cl ela+pi)x 4 02 ela=pi)x __ :5
= gox (Cl ebix + 02 e—ﬁiz)' |
g
Stosujac wzory rozdzialu 1V, E (str. 117):
e = cos Bx + 1sin Pz,
e—Piz — cos Bxr — 7 sin Bz, &
mozemy calke ogblng wyrazié w postaci rzeczy- f
| wistej : | ' 2
y = %% (4 cos px + Bsin pa), .
- _ : S
gdzie 4 i B nowe stale calkowania, albo tez N
w postaci: ;ﬁ
y = Ce** gin (fz + @), | 2
gdzie C i ¢ réwniez nowe stale caltkowania. S
Szezegblny przypadek (wazny Calka ogélna dla:
przy badaniu wyboczenia):
Réwnanie nie |d%y d?y : _
2 s 2 —_— . —_— % . 0 'O8 bm
zawiera da? oy =0 8) dat PPy =B y=Cgeate S
pochodne] > b = Unipioe 29
dx d2y
b) — — by =0: y = C,eb% - C, e 2,
do?
11. |Réwnanie linio_- d?y dy Przy rozwigzywaniu opieramy si¢ na tym, ze
we zupelne ze | g.2 T % e + 59 = | caika og6lna réwnania zupelnego réwnasie sumie
stalymi wspél- — F (x). | Jego calki szczegéllnej i calki ogélne] réwnania
czynnikami 'ﬂ niezupelnego tzn.: i
X
Y= Y+ Yp. -]




Nr | TYP ROWNANIA ROWNANIE SPOSOB ROZWIAZAN] |
. NIA

Roéwnanie linio-
we zupeine ze
statymi wspol-
czynnikami

Réwnanie linio-
we zupeine ze
statymi wspot-
czynnikami

gdzie: y, — calka szczegolna réwnania:

@*Y dy,
E_&E + a d:n I byl —— F(a’;)’ 7.8

Y2 — calka ogéina réwnania :

d®y, dy,
dax? 4-£I;Z;"F by, = 0

(rozwigzanie pod numerem 10)

a) Gdy F(x) wielomian n-tego stopnia, to jezeli:
(1) & + 0, y, jest wielom. n-tego stopnia
(2) b=0,a=!=0y, P (n 4 1)
(3)b=0,a-=0y] i . {n + 2) ::
Wspélezynniki wielomiany Y1 WwWyznacza sip w
ten spogéb. ze ¥, i pochodne ¥, podstawia sie do
réwngma wyjsciowego. ktére musi byé wéwezag
sp?{mone, czyli strona lewa réwnania musi) byé
tozsamosciowo réwna F(x). Otrzymuje sie stad
szereg warunkéw na wspélezynniki wielomia.-

nu y,.

b) Gdy F(x) = pet®, gdzie p i k sa stale, to:
(1) jezeli k = 0, mamy przypadek poprzedni
przy n = 0;
(2) jezeli k& + 01 k nie jest rozwigzaniem row-
nania charakterystyeznego:
P kx
B e ez ;
= Prak - b
(3) jezeli k + 0 1 k jest pojedynczym pier-
wiastkiem réwnania charakterystycznego:

p
h TS
- (4) jezeli k = 0 i k jest podwéjnym pierwiast-
kiem réwnania charakterystycznego: |

xelT

P 2
: yl —_— ke mﬂ 6‘&4-1‘-

2

¢c) Gdy F(z) = psin vx + g €08 v&, tO:
(1) jezeli jednoczesnie nie zachodzg zaleznoges

b = v 1a = 0, to:
y, = m sin vx + n cos vx, gdzie m 1 n wyzna-

cza sie z uktadu rownan:
(b — v?) m — avn

Ps
q .

f

avm -+ (b — v?)n

8€G
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TYP ROWNANIA

Réwnanie nie

zawlera

 dy
pochodne;] -
for

ROWNANIE

Szczegblny przypadek (wazny przy
badaniu ugigcia belek jednoczesnie
zginanych i éciskanych):

d?y e
EE}E + by = F(x)

SPOSOB ROZWIAZANIA

(2) jezeli jednoczesnie b = v*1 a = 0, to:

y, = @ (msin v& + n COo8 vT),
. q . p
gdzie m s — -1 N = — ==,
2v 2v
Calka ogdélna jest sumag calki szezegdlnej row-
d? |
nania zupelnego E—-—y; + by = F(z), ktora wy-
@
znaczamy wg podanych wskazowek i catkl
d®q
ogblnej réwnania niezupelnego El--—‘—i + b2y = 0,
| o

ktéra podano pod nr 10 (przypadek szcze-
gbiny). -

0ve
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